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Coordonnées polaires: position

Soit un repére cartésien (0, é,,¢,) et un point P
paramétrisé par (z, y)

9) ﬁ - ol Vecteur position en
= Téy + Yy coordonnées cartésiennes

Une maniere alternative de paramétriser la
position de P est la distance r a l'origine et
I'angle 6 que le vecteur OD fait avec I'axe ..

On attache un repére (P, é,, ;) au point P, tel
que e, est parallele a la ligne de coordonnees
0 = cst et €y est tangent au cercle r = cst .

Dans le repére (P, é,., €p), le vecteur OP sécrit:

9) ﬁ S Vecteur position en
= Tér coordonnées polaires
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Coordonnées polaires

Comme le repére est défini par rapport au
point P, les vecteurs ¢, et €, dépendent du

temps.

Lorsque nous calculerons la vitesse et
I'accélération du point P, il faudra explicitement

en tenir compte.

J.-P. Hogge
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cosfe, + sinfe,

—sinfle, + cosfe,

Coordonnées polaires: vitesse

OP = ré,

dOP  d(ré,) .. | dé,

U — — 7" e_)\’l" _|_ r
P T di dt
Calculde 96 etde 9¢
dt dt
( di)r . 2 ) . ) >
o _ —fsinfe, + Ocosfe, = 0O¢y
dt
de . . . . s 5
9 — 4 cosfé, — Osinfe, = —0¢é

\dt

— .

Up =71€, +1r0eéey = Up, é}—l—?)pe €y

Vecteur vitesse en
coordonnées polaires
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Coordonnées polaires: Accélération

A partir de Up on dérive une seconde fois pour trouver I'accélération:

Up = 1€, +1r0éy

dvp  d(7 €. + 10 &)

ap = _

dt

A
—

de,
—T€r+7“d——|-7“069+7“069+?“0—

dt

deg
dt

=f5r+f8€9+¢959+T959—T(925r

—

ip = (i — rf?)é,

+ (276 + 76) &

6P:argr+a0€0
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Vecteur acceleration en
coordonnées polaires
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':P'=L Retour au mouvement ciculaire uniforme

=l 1
v P Nous avons vu au chapitre consacré a la
- cinématique qu’'un mouvement circulaire
uniforme est caractérisé par une accélération
normale:
H v? 2,
an — — n
R
On retrouve ce résultat en passant en
coordonnées polaires et en exprimant la vitesse
et 'accélération
Up = 7'“6%7« —I—?“éé’g = wRég
t t
0 Rw
ip = (i —r02) €. + (270 + r0) éy
4 4 4 4
= Faculté 0 Ruw? 0 0
des sciences 9
de base P2 A "Up| é’
= —hw” €, = —
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=P-L Coordonnées cylindriques

Soit un repeére cartésien (0, 7, 7o, 7'3)
fgne (p.z \gz Et un point P paramétré par (X4,X2,X3).
En coordonnées cylindriques le point P est
paramétré par (p,$,z)

Définition:

Ligne de coordonnées (j,k):

Lieu géométrique des points tels que la
coordonnée i varie et les coordonnées j et k
sont constantes

On construit le repére (P, €, €y, €,)

= Faculte orthonormé tel que les axes sont le long (ou
des sciences . ,
de base tangents) aux lignes de coordonnées.
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=P-L Coordonnées cylindriques: position

Le vecteur position s’écrit:

li , €. - = - Vecteur position en
lene (p.2 \ r= O? = P¢Cp tze; coordonnées cylindriques
x3}.ligne (¢, 2) &) Pour trouver la vitesse, il faut dériver les
P vecteurs unltes on peut les écrire en fonction

de ¥, 75, Z3 et dériver ensuite.

ép = cosgba?l:}— singba?gA
€p = —SIiN P T1 + cos P T

gz — 53
de : . : .
—P — _psind T + ¢ cos P s
dt
dé. . .
= = —@CcosQT| — ¢Sin @ T
dt
m Faculté d - d
des sciences e N e
de base il ¢§¢ it —¢6p
dt dt
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=P-L Coordonnées cylindriques: vitesse

ligne (p, z \6

La vitesse en coordonnées
cylindriques s’écrit alors:

dr _ o da s

— = pE€ —€ z €

dt R :

dr . o - . Vecteur vitesse en

7 =pe,+ppey + ze, coordonnées cylindriques
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F 4 . . . 4 ” .
=P-L Coordonnées cylindriques: accélération

On dérive une seconde fois par raport au temps pour calculer I'accélération en
coordonnées cylindriques:

&,:ﬁ _ d(pe, + ppéy+ 2 ¢€,)
dt? dt
AN dé TS 05 dé AN
= pep+pd—f+p¢e¢+p¢e¢+p¢d—f+zez

= (€t pdEy+ pdey+ poey — pd?e, + 2 e,

(P _ PQAQ) é’p 4+ (/Kb + 2P¢) é*¢ 43 é»z Vecteur accélération en

coordonnées cylindriques

STl
|
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.:P,=L Dérivée d’un vecteur fixe dans (P, e,, ey, €;):
=l 1 Formule de Poisson

On considére un point P auquel un systéme de coordonnées cylindriques
est attaché, et un vecteur & quiestfixe dans (P, ¢, ey, €,)

E=¢Ep€ptep€yteze,

Ep,Ep,E, cONstants

Exemple: Vecteur reliant deux points

d’un solide

ds dé, . dé, . de,
— — E, — EH — £~

dt Prdr Tt dt

2 ~ EL 2,

m Faculté
des sciences
de base

m Swiss
Plasma
J.-P. Hogge 05.01: Coordonnées polaires, cylindriques et sphériques

Center Physique Générale: Mécanique pour SC, SIE et GC | Automne 2023

12



cpEl Dérivée d’un vecteur fixe dans (P, e,, ey, €;):

=i 1 Formule de Poisson
Nous avons vu qu’en coordonnées cylindriques % = ¢éy ddif = —dé,
dz _ de,, . de, . de’,
dt — Pat % a7 dt
sl IS M
2 pey  —oe, 0

La dérivée temporelle du vecteur &

de

E = _6¢¢gp+6p¢g¢

Notez que le point P peut avoir n'importe
quel mouvement dans le plan ¢ = cste , cela
m Faculté

€p
%
~/ //
_ n'affecte pas €
des sciences
de base dt
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cpEl Dérivée d’un vecteur fixe dans (P, e,, ey, €;):
Formule de Poisson

Définissons le vecteur de rotation & = ¢é.

ép 0 ¢,

etcalculons: @Ae=|¢, 0 e
€ ¢ &

2, dg

i _ _| Formule de
— =wAE€ .
dt Poisson
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Dérivée d’un vecteur fixe dans (P, e,, ey, €;):

Formule de Poisson

La formule de Poisson est généralisable a n'importe quel axe de rotation, qui peut

de plus dépendre du temps !

Cela nous sera tres utile lorsque nous aborderons la mécanique du solide

indéformable.

Définition: Axe de rotation:

w
]

Définition: Vitesse angulaire: |&|
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=P-L Retour aux coordonnées cylindriques

Une maniéere plus élégante de trouver les
dérivées des vecteurs unites est d'utiliser les
formules de Poisson. Les vecteurs ¢, et ¢,
~ tournent autour de 'axe #; = ¢, avec une vitesse
€ angulaire ¢

A 6 ~~
= P
I3 >
de A A A
P ¢—» — —
— €, N€E,=0qe€
dt 1Y @
de, S 5
— =@, N€yp =—¢e
m Faculté
des sciences
de base
m Swiss
Plasma

Center Physique Générale: Mécanique pour SC, SIE et GC | Automne 2023 J.-P. Hogge 05.01: Coordonnées polaires, cylindriques et sphériques



=Pi-L

Coordonnées sphériques

En coordonnées sphériques le point P est paramétré par (r,0,0)
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ligne (7, 6)

I3 €r,

IR
[
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(€T7€97€¢> (331,.’172,1173)

g, = (a fl) 7+ (a,.fg) o + (a - fg> 7
&y = (59 :El) 1+ (59 .fg) o+ (59 -:7;*3) s
€p = (e¢ 1'1) xr1 + (e¢ :132> To + <e¢ . $3> T3
€, = sinf cos ¢ Ty + sinf sin ¢ o + cos 0 Tz

€y = cos b cos ¢ ¥1 + cos B sin ¢ X9 — sin b x'3

€p = —sin @ T + cos ¢ To

Relations inverses:

T1 = sinfcos ¢ €, + costl cosp ey — sin g €y
T = sinfsin ¢ €, + cos fsin ¢ €g + cos ¢ €,
T3 = cosf e, —sinf éy
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Coordonnées sphériques:
dérivées des vecteurs unites (methode 1)

ér:sin0c05¢;§1—|—sinesin¢.%:2+cose.%’3 »:%’)1 :COS¢Sin9Ac%T+CosqbcoseAée—Siﬂﬁbf%d)
€y = cos B cos ¢ X1 + cos B sin ¢ ¥y — sin 6 '3 To = sin¢sinf €, + sin ¢ cos 0 €y + cos ¢ €y
€p = —sSin@ Ty + cos P T f’gzcoseér—sinﬁég
d - ; 2, . - - .5 . 2, C L5
Eer = 6cosfcospri — psinfsing Xy + 0 cosfsingp s + ¢sinb cosp s — 0sinb X'
= f(cosOcosdT] + cos@sin@;%’g — sin@%’g) + ésin@(— sin¢:%’1 —i—cos¢§:’2)
d - 0& + si &
—eé, = #fe sinf e
dt r 0 o)
d - | 2 ; 5 | o ; - ; X
pri —f@sinfcospx1 — pcosbhsingpxr; — Osinbfsingxs + ¢pcosbcospxrs —0cosh s
= —0(sinfcos o) + sinﬁsin(ba::’g + 003053’3) + écos@(— sinqbg;_:’l + cosgbaiz’z)
d - = - a
—ep = —bOe.+¢cosbey
dt
d - ° 2, -
%ed) = —gb(cosgbxl —i—smqba:g)
= —é(cos2¢sinﬁei}» —|—cos2¢cosﬁé’9 —cos¢sin¢é’¢)
— o (sin® ¢psin O €, + sin® ¢ cos 0 €y + cos ¢ sin ¢ é’¢)
d - C a5 ‘ a
ae(b = —¢sinfeée,. — pcosh ey
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EP.-L Coordonnées sphériques:
! dérivées des vecteurs unites (methode 2)

Vecteur rotation en coordonnées sphériques.

W2
A
_— Le vecteur OP subit deux rotations:
( ok S “ N * Une rotation autour de €; a la vitesse
B c angulaire ¢
& = 0¢,

* Une rotation autour de #; = cos ¢, — sin6 &
a la vitesse angulaire ¢

! Wby = é(cos@ér —sin@ég)
® Sans démonstration: & =& + s
m Faculté . . -, - A, - A
des sci — _
des sciences W= ¢cosbe, —¢sinbey + 0ey
m Swiss
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.:P.-L Coordonnées sphériques:
dérivées des vecteurs unites (methode 2)

m Pour calculer les dérivées des vecteurs de base on utilise la formule de Poisson:

s . R : - : ~ s 2
%:w/\s € =€, €9, € W= ¢cosbe, —¢sinb ey + 0ey
dér — AR N5 T e N
=W X e, =0€e+ ¢sinb ey,
dt
déy . - S 2,
— =W Xx ey =—0¢e + ¢cosbey
dt
dé, S5 L a5 - 2
—¢:w><6¢:—¢81n06r—¢€08969
dt
m Faculté
des sciences
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Coordonnées sphériques:
Position et vitesse

Vecteur position en coordonnées sphériques:

Vecteur position en
i coordonnées sphériques

77204}%:7“

D>

Vecteur vitesse en coordonnées sphériques:

- df’ .5 %_ dé}
v = — =rTe€ T
dt " dt

= fé} +T(93’9 +¢sin9§¢)

= 0 & N S % g % | Vecteur vitesse en
v o= Teér+ 6 €y + T¢ sin 6 €4 | coordonnées sphériques
Uy Vg V¢
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Coordonnées sphériques:
Accélération

v = f’é} —I—Téé’g +r¢sin9§’¢
dv W LA S T Yo a5 ¥ 2,
e +7r0eg+rbeg+rosinfey +rosinb ey + rob cosb ey
_|_.d;_|_ éd:, b ros Hd:,
r—e. +rf—ey +rosinf—e
dt "t dt?
— ié 4+ 70éy+rhéy+ fcjﬁsin@é}b + rg'b.sinﬁé’d, + rqﬁécosﬁe:’qs
—|—7'“(9 €y + d)sin0€¢) + r@(—@é} + ¢cos@é’¢) + r¢sin9(—¢sin9€r — ¢cos€é’9)
a = (7" — 702 — rd? sin? 9) g,
% 0 12 c 2, Vecteur accélération en
+(TQ. + 270 — Tq? . cos 0 sin 9).69 . coordonnées sphériques
—I—(rgb sin 0 4+ 2r¢f cos 6 + 2r¢ sin 9) €¢
a = arér+a9§9—|—a¢é¢
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EPFL Résumé: Formule de Poisson

Formule de Poisson:
La dérivee temporelle d'un vecteur £ de norme constante, en rotation de
vitesse angulaire |J|autour d’'une axe A est donnée par:

—_— = W 19
dt
o E(t + dt)
T S TeJdef=wAegdt
(/ W=we. A \
\ )
N P
\\\ y
17
V4 (1
Z_ . . _
m Faculté —_—
dessciences @@= S— NS T T T ——
de base
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A (1)
5 \\\ —
Y Er (t)
P(t)
\\
T \
‘\
0 \
1
-~
O €
m Faculté
des sciences
de base
m Swiss
Plasma
Center

Physique Générale: Mécanique pour SC, SIE et GC | Automne 2023

J.-P. Hogge

Résumé: Coordonnées polaires (2D)

P est paramétrisé par (r,0)

Position:

O? =Tre,
Vitesse:

Up =T1€. +10€Y

Accélération:

ap = (7 — 7’(9.2)”5}
+ (2r0410)éy

05.01: Coordonnées polaires, cylindriques et sphériques
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=P-L Résumé: Coordonnées cylindriques

P est paramétrisé par (p,9,z)

i 3,2 Position:
igne (p, z | —_—
7= O? = pé’p + 2 é’z
T3l ligne (¢, 2) > Vitesse:
=7 g Vvitesse:
o ar . - L
___,,«P/ %:pep—i—pgbed)—l—zez
AN 6_’p s
3 z Accélération:
a = (P - p¢2) €p
+ (po +200)
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Résumé: Coordonnées sphériques

=Pi-L

P est paramétrisé par (r,0,¢)

Position:
= O? =ré,
Vitesse:

U=r¢é +r0eép+rosinde,

Accélération:

a = (r — 0% — r¢?sin? 8) e,
+ (1“9 + 270 — r¢? cos Osin 9) €y

m Faculté . U A <. N

des sciences + (7“¢ sin 0 4 2r¢0 cos 0 + 2r¢ sin (9) €4

de base
m Swiss
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